
单元 9： 随机变量、离散及连续概率分布 
 
特定目标： 
1. 能够求出离散和连续概率分布的期望值及方差。  
2. 学习二项分布和常态分布及其日常应用。 
3. 认识独立常态变量线性组合的性质。 
 

内容  
时间  
分配  教学建议  

9.1 随机变量 

(a) 离散概率函数 

6  教师可用简单的例子介绍随机变量，如掷毫 (间断随
机变量) 及电灯泡的寿命 (连续随机变量)，使学生对此有
一初步的认识。 
 
 教师可用掷两枚硬币的例子介绍离散概率函数 ( )f x
为 ( ) ( )f x P X x= = ，其中 X 是一个离散随机变量，x 是
一个随机变量的数值。 
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 X (掷得正面的数目) 是一个离散随机变量，其数值可
等于 0、1 或 2。 
 
 教师须强调以下的情况： 
 
        及  ( ) 0f x ≥ ( ) 1f x∑ =
 
 同时亦要提醒学生，大楷 X 是随机变量的记号，而小
楷 x 是随机变量的可能数值。 
 
 以下是另一离散随机变量的例子。 
 
 例 
 
 掷一骰时，X 为投到六点的次数。 
 
 它的离散概率函数 ( )f x  是 
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内容  
时间  
分配  教学建议  

   
 

 明显地， 
1
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∞
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 以线条图或组织图来表示离散概率函数，更能帮助学
生了解此概念。 
 

 

 (b) 概率密度函数   在此阶段，学生应已相当了解离散概率函数，
教师可将此概念伸延至连续随机变量，从而介绍

连续概率密度函数  (p.d.f.) ( )f x 。学生须留意：
 

( ) 0f x ≥  及  ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  

 
 学生须知道一个连续随机变量  X  可取某一特
定范围内的任何数值，而它和  p.d.f.  ( )f x  的关
系可用以下的公式表示：  
 

  ( ) (  
b

a
P a X b f x x≤ ≤ = ∫ ) d

 
 事实上， p.d.f.  的图表，可用统计学上连续数
据的频率曲线来说明。  
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内容  
时间  
分配  教学建议  

   此外，学生亦应注意 
 
 ( )P X a 0= =  及 
 ( ) ( )P a X b P a X b≤ < = < <

( )P a X b P a X ( )b= < ≤ = ≤ ≤  
 
以下是一些有关的例子： 
 
 例一 (矩形分布)  
 
 X 的概率密度函数定义为 
 

 
0 4

( )
0 ise
k x k

f x
< ≤

= 


 

 从 ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  可找出

 

 同时 
1

0
( 2 1)P X f− < ≤ = ∫

 及 
3

0
( 3) 1 ( ) P X f x≥ = − ∫

 
 假设 P(X ≤ M) = b，教师
亦应注意到当 b = 0.5 时，M
 
例二 
某班机预期在早上八时正到

为早上 (8 + X) 时，X 是一个
是 
 

 

23(4 ) 2( ) 32
0 e

x xf x
 −
 − <= 


 
 教师可要求学生找出这班
早上九时至十时到达的概率
 
 教师应与学生讨论累积分
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is a 是常数

 

 k 的数值。 

  ( ) dx x

 
4

3
d ( ) dx f x x= ∫

可要求学生以 b 表 M。他们
 是中位数。 

' 
达香港，但它实际到达的时间

随机变量，其概率密度函数

2<  

机在早上七时至八时，及在

。 

布函数中  的意义。 ( )tφ

ere



内容  
时间  
分配  教学建议  

    离散情况： ( ) ( )
x t

t f
≤

φ = x∑     

 

 连续情况：    ( ) ( ) d
t

t f x
−∞

φ = ∫ x

 
 以下的例子，可帮助学生了解上述两种情况： 
 
 1. 离散情况 

 
 在掷二粒骰子时，其总和大过  10 的概率为
1 (10)−φ 。 ( (10)φ 是其总和等于或少于 10 的概率。)

 
 2. 连续情况 

 
 假设 ( )aφ  代表一电灯泡的寿命少于 a 的概率，
于是  (P X ) (a a)< = φ ， ( ) ( )P a X b b a( )< < = φ −φ  及

。 ( ) 1 ( )a a−φP X > =
 

9.2 预期值及方差 5  教师可与学生重温平均值及标准差的意义及其具体效
用，从而帮助他们了解期望值的概念。教师可用以下的简

单例子，来阐释此等概念。  

 例 
 
 某人赢取奖金 x = $200 的概率为 p = 0.01，则他的机
会应值 px = ($200)⋅(0.01) = $2。教师可将此概念伸延至 X
的 n 个离散值。 
 
 教师应定义离散随机变量及连续随机变量的期望值。

(即 ( )E X px= ∑  及 。) ( ) ( ) dE X x f x x
∞

−∞
= ∫

 
 教师亦可讨论函数的期望值的定义。以下是两个定义。
 
 当 X 是离散随机变量， [ ]( ) ( )E g X pg x= ∑  
 

 当 X 是连续随机变量，  [ ]( ) ( ) ( ) dE g X f x g x x
∞

−∞
= ∫
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内容  
时间  
分配  教学建议  

    在离散随机变量方面，学生应知道  ( )  (= 

µ) 及  

E X
2( )E X −µ   (= Var( )X = σ2  )。教师应特别

指出  µ  是集中趋势的量度，而  σ2 则是离差的
量度。   
 
 以下的例子可供参考。   
 
 例  
 
 在每一次考试中，甲考生的合格概率是  0.4。
如果他不合格，他会继续参加考试，直至合格为

止，而每次考试须付费用  $120。教师可与学生计
算此考生考获合格的预期费用。  
 
 与日常生活有关的例子如公平博奕及计算预
计盈亏等可帮助学生了解，以下是其中两个例子。
 
 例一  
 
 在 一 项 投 资 中 ， 甲 有  0.62 的 机 会 赚 取
$5000，和  0.38 的机会亏损  $8000。  
 
 学 生 可 从 以 下 的 公 式 计 算  E(X) = µ  及
Var(X) = σ2  
 
 µ = $(5 000) (0.62) + $(−8000) (0.38) = $60 
 
 σ2 = (5000 − 60)2 (0.62) + (−8000 - 60)2 (0.38) 
 
 µ  是期望增益。  
 
 例二  
 
 一部角子机共有四个窗，每一个窗都会显出
红、橙、黄或蓝色，而每种颜色出现的机会是均

等的，同时亦不受其它窗所显示的颜色影响。甲

每次投入  $a，若四个窗所显示的颜色全不相同，
则他会得到奖金  $5；若四个窗所显示的颜色完全
相同，则奖金为  $30。在上述两种情况外他都算
输。 $X  是他在某一次赌博中所得的款项。  
 
 在此例中，教师可与学生讨论以下问题：  
 
1. 当  ( ) 0E X = ，这游戏是一场公平搏奕。那么，
游戏的合理价线  (即  $a) 是多少 ? 
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内容  
时间  
分配  教学建议  

    2. 假设 a = 1，  及 ( )E X Var( )X  是多少 ?  
 
 学生须认识在大多数赌博中，E X  < 0。教师亦可要
求学生计算当甲每次投入的钱加倍时新的 及 ，并找出新
与旧参数的关系。若学生程度较佳，教师可着学生估计

 的数值其中 $Y 是甲玩了两次角子机所赢得的款
项。 

( )

( )E Y

 
 在计算一些有关连续随机变量时，教师应引用例子，
清楚列明计算 ( )  及 E X Var( )X  的步骤。 
 
 例 
 
 某一快餐店每天所需的橙汁数量是一个连续随机变量
x，其概率密度函数 ( )f x  的形式如下： 
 

 
( ) 0 1

( )
0 elsew
ax b x x

f x
− ≤ ≤

= 


 

 
每天所需橙汁的平均数为 0.625 单位。教师可用以下的
公式计算 a 及 b： 
 

 ( ) d 1f x x
∞

−∞
=∫  及  ( ) d 0.625x f x x

∞

−∞
=∫

 
 盛载橙汁的容器总容量为 0.8 单位，每天早上，此容
器均给注满。 
 
 假设在某一天，橙汁存量供不应求的概率为 p，p 可
根据以下公式求得：   
 

  
1

0.8
1 (0.8) ( ) dP f= −φ = ∫ x x

 
 对一些程度较佳的学生而言，教师应引导他们去证明
以下两条公式： 
 
 [ ] [ ]( ) ( )E ag X b aE g X b+ = +   
 
及  其中 a 与 b 均是常数。 2Var( ) Var( )aX b a X+ =
 
 此外，一般学生应能证明 
 
 [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ( )E g X h X E g X E h X+ = +   
 

h其它 ere
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内容  
时间  
分配  教学建议  

及 ( ) [ ] ( )22 2Var( ) ( )X E X E X E X 2= − = −µ

5

 
 
 教师可用以下的例子来解释上述公式的应用。 
 
 例 
 
 假设 22 3Z X X= − +

E Z
，其中 X 是一随机变量，其平

均值为 µ，方差为 σ2。  可从以下的公式计算出来。( )
 

2( ) (2 3 5)E Z E X X= − +  

   ( )
2

2 2
(2 ) (3 ) (5)

2 3 5
E X E X E+

= µ +σ − µ +
= −  

 

9.3 二项分布 
(a) 伯努利试验 
 二项概率 

7  教师可引用已熟习的掷毫例子来介绍伯努利试验，并
强调在伯努利试验中，只有两种可能的结果。 
 
 重复的伯努利试验，在概率学及统计学上担当一个重
要的角色，尤其是当此两种可能结果，在每一次试验中的

概率是相等的时候。学生应知道在 n 次试验后，共有 r
次成功的概率为： 
 
 (  ) n r n r

rP r C p q −=  
 
 教师可引用更多的日常例子，来阐释二项概率。 
 
 例一 
 
 掷一粒骰子 n 次，为使得到至少一个「六」的机会大
过 0.99，n 须符合以下的不等式： 

 51 0
6

n
 − > 
 

.99  

 
 例二 
 
 随机将 r 个球分布在 n 格内。教师可要求学生计算
在某一指定格内放存 k 个球 (k ≤ r) 的概率 Pk。 
 
 在此例中，学生须知道   Pk = P (在  r 次伯努利
 
 

successes次成功 
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内容  
时间  
分配  教学建议  

   试验中有 k 次成功事件)，而 1p
n

= 。 

 

 (b) 二项分布   此时，教师可介绍二项分布可视作一个重复的伯努利
试验，而其成功的概率是相等的。此外亦可介绍这分布的

记号 B (n, p)。 
 
 学生须认识二项分布的公式， ( )E X np=  及
Var( )X npq= 。 
 
 教师可利用不同 n 及 p 的数值，来显示二项分布的
概 率 图 表 。 学 生 应 可 观 察 到 当

p = q= 0.5 时，此图表是对称的。对能力较高的学生，教
师亦可讨论二项分布的众数。 

 

 (c) 应用   二项概率分布可用于很多实际的事件中，以下是三个
例子。 
 
 例一 

 在某项测验中，共有 4 条选择题，每题均有 5 项选
择。甲参加了是项测验；以他所学的知识，他每条选中正

确答案的概率为 0.7；若他只是瞎猜，则选中正确答案的
概率是 0.2。甲做了全部问题。 
 
 在上述例子中，甲只知道其中 3 题的正确答案的概率
是 。 4 3

3 (0.7) (0.3)C
 
 由于甲只是瞎猜也可能得到正确答案，所以 P(正确答
案) = p 可在以下两种情况计算出：  
 
 (a) 他确实懂得此题； 
 
 (b) 他只是瞎猜得到的答案。 
 
 假设 X 是所选正确答案的数目，教师可要求学生计算

(= 4p)，( )E X Var( )X (= 4p(1 − p)) 及  

P(X = 1)( )。 4 1 3
1 (1 )C p p= −
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内容  
时间  
分配  教学建议  

   教师可提出以下问题： 
1. 答对一题得两分，答错一题拍一分。假设甲得 Y 分，
计算  及 。 ( )E Y Var( )Y

 
2. 假设甲只知道其中 3 题的正确答案，他得满分的概率
为何? 

 
3. 假设他只选中一个正确答案，他由于瞎猜而得出此答
案的概率为何? 

 
 例二 
 
 一批灯泡中有 5% 是次货。现要根据以下的规则，测
验一批灯泡。 
 
 (a) 测试其中 10 个灯泡的样本。 
 
  (i) 若有两个或以上的灯泡是次货，则退回整批货。
 
  (ii) 若在此样本中没有次货，则接受整批货。 
 
  (iii)若只有一个次货，则进行以下 (b) 的测试。 
 
 (b) 再测试另外 10 个灯泡的样本。若在今次测试中没
有次货，则接受整批货，否则退回。 

 
 若有 X 个的灯泡接受测试，则要找出  
 
 P(X = 20) = 10(0.95)9(0.05)  
及 P(X = 10) = 1 − 10(095)9(0.05) 并不困难。教师亦可要
求学生计算 E(X) 及 Var( )X 。 
 
 例三 
 
 一机器所生产的货物有 10% 是次货。所有货物先放
在一大盒内，由每盒抽出 n 件货物测试。若没有次货，
则接受整批货，否则退回。 
 
 为使退货的概率最小是 0.95，n 之最低值必须符合
(0.9)n < 1 − 0.95 。若 n = 10，则 P(接受货物) = (0.9)10 = 
p。 
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内容  
时间  
分配  教学建议  

    在 8 盒被测试的货物中，有 5 盒被退间的概率是
。 8 3 5

3 (1 )C p p−
 

9.4 常态分布 
(a) 基本定义 

10  常态分布是一个十分重要的连续概率分布例子。教师
只须写下 p.d.f. ( )f x  的公式，但不用详加解释。 

 
21 1( ) exp

22
xf x

 −µ = −  σ σ π  
 

 
 学生只须认识到 ( )E X = µ  及 ，而无须

予以证明。 

2Var( )X = σ

 
 教师亦可与学生讨论常态分布被广泛使用的原因。 
 
1. 容易运用； 
 
2. 可作为其它分布的近似分布。 
 
 教师可介绍由不同 µ 和 σ 所作的图表，学生应认识
所有图表均是钟形，并对 x = µ 对称。教师可介绍 N(µ, 
σ2) 是常态分布的记号，其中µ 为平均值及 σ2 为方差。
 

 (b) 标准常态曲线和常态
表的使用 

  常态分布运算跟 µ 及 σ 有莫大关系。学生应发现如
以不同的参数来表列不同的常态分布概率函数并不容易。

因此，有必要以标准单位 XZ −µ
=

σ
 作变换。学生应不

难得知 E(Z) = 0，Var(Z) = 1 及 

 

 
1 2

( )
( )

a x bP a X b P
P z Z z

−µ −µ −µ < < = < < σ σ σ 
= < <
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内容  
时间  
分配  教学建议  

    下列图表，可帮助说明以上的概念。 
 

 
 
 有阴影部分的面积相等 
 
 在下图中，阴影部分的面积是  1(0 )P Z z< <
 

 
 

以不同的 z1 值计算出来的面积以表形式列出，称为常态
分布表 (此表只列到 z1 = 3.59 的数值)。学生须多加练
习，才可正确地使用此图表。 
 
 例 
 
 X 是 N(8, 4) 
 

6 8 8 9 8(6 9)
2 2 2

( 1 0.5)
(0 1) (0 0.5)

XP X P
P X
P Z P Z

− − − < < = < < 
 

= − < <
= < < + < <
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内容  
时间  
分配  教学建议  

     ( 9) ( 0.5) 0.5 (0 0.5)P X P Z P Z> = > = − < <
 
 若 P(X < k) = 0.87，则可用线性插值法准确地计算 k 
值。 
 
 教师可提醒学生在解决此类问题时，可利用对称性及
互补概率。此外，若 z1 值超过三位有效数字时，应采用
线性插值法。 
 

 (c) 应用   在日常应用中，标准常态分布是非常重要的。教师应
提供足够的例子说明。下列的例子可供参考。 
 
 例一 
 
 某生产商用机器生产电阻。他发现其中 10% 的电阻
少于 95Ω，同时，其中 20% 是超过 110Ω。电阻 X 是
属于常态分布。 
 
 可由以下两条公式求得µ 及 σ： 
 

 95( 95) 0P X P Z −µ < = < = σ 
.1  

 

 110( 110) 0.2P X P Z −µ > = > = σ 
 

 
 例二 
 
 X 是一支杆的长度，它是一个常态分布的随机变量，
其平均值为 µ，方差为 1。若 X 不符合某些标准，生产
高便会蒙受损失。假设利润 M (每支杆计) 是 X 的函数
如下： 
 

 
3 8 10
1 8
5 10

X
M X

X

≤ ≤
= − <
− >

 

 
 预期的利润 E(M) 为 

( ) 8 (10 ) 4 (8 ) 5E M = φ −µ − φ −µ − ， 
 

 其中 
21

2
1( )  d
2

z tz e−
−∞

φ =
π∫ t  是累积概率函数。 
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内容  
时间  
分配  教学建议  

    假设可调节生产过程而使 µ 的值改变，则相对于最大
利润的 µ 值可从 E(M) 对 µ 的导数中求得。 
 
 例三 
 
 一工厂生产樽装汽水，每樽容量为 1.25 L。但是，由
于自动入樽机的偏差，每樽所含的汽水容量会随常态分布

而改变。据观察所得，其中 15% 的汽水容量少于 1.25 L，
而其中 10% 容量超过 1.30 L。 
 
 学生应可求得容量分布的平均值 µ 和标准偏差 σ。 
 
 生产一樽有  x L 汽水的成本  (以仙计 ) 为

 其中 x 是以上分布的随机变量。 236 62 5C x= + + x
 
 每樽汽水的预期成本是 E(C)，其中 

( )2 2( ) 36 62 5E C = + µ + µ +σ 。 
 
 20 000 樽汽水的预期成本是 20 000E(C)。 
 

 (d) 逼近常态分布的二项
分布 

  学生应清楚知道只有当 n 的数值大时，才可用常态近
似法来计算二项概率。在此情况下，平均值及方差分别为

np 及 npq。此外，教师亦须提醒学生在这近似计算时必
须作末端的校正。 
 
 例 
 
 掷一枚硬币 400 次。 
 
 若 X 是所得正面的次数，则 X 是 B(400, 0.5)。用常
态近似法，它是 N(200, 100)。 

194.5 200 210.5 200(195 210)
10 10

P X P Z− − ≤ ≤ = < < 
 

 

 
 学生会有兴趣知道： 
 
 (195 210) (195 210)P X P X≤ ≤ ≠ < <  
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9.5 独立常态变量的线性组
合 

6  学生应认识到独立常态变量的纯量倍数和亦是常态。
由此，学生不难推论： 
若  X 及  Y 是 两 个 独 立 常 态 变 量 ， 且 

X ~ ( )2
1 1,  N µ σ  及  Y ~ ， 则 ( 2

2 2,  N µ σ )
( )2

2σ
2 2 2

1 2 1~ ,  aX bY a b+ µ σ +N a b+ µ  而 a、b 是任意
实数。 
 
 以上结果可轻易伸展至 n 个独立常态变量。教师可举
例说明以上事实在日常生活中的应用。 
 

    例一 
 
 蛋糕以六个一袋出售。每一块蛋糕的质量是常态变量
而其平均值为 25 g 及标准差为 2 g。 包装蛋糕的物料质
量亦是常态变量而平均值是 30 g 及标准差是 4 g。求每
袋蛋糕总质量的分布及由此求出每袋蛋糕的总质量小于

142 g 的概率。 
 
 例二 
 
 平装书的厚度，A cm，是常态分布，其平均值为 2 cm 
及方差为 0.63 cm2。精装书的厚度，B cm，亦是常态分
布而其平均值为 5 cm 及方差为 1.42 cm2。学生不难求得

2X A B= −  的分布 ; 由此，可用常态分布表求得一随机
选择的平装书厚度小于一随机选择的精装会厚度的一半

的概率。 
 

    
  34  
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